


[bookmark: _Toc8955]“盘龙”问题的研究
[bookmark: _Toc31789]摘要
针对问题一，由于舞龙路径满足阿基米德螺旋线方程。因此，可以利用螺距和龙头前把手的初始位置构造龙头盘入路径的函数。通过对龙头路径进行微小极限处理，可以将龙头的前把手运动的轨迹近似为以坐标原点的圆心，通过龙头速度求得各时刻距离原点的距离，从而求得龙头的位置信息。进一步通过构造龙头和龙身与龙尾路径的几何关系，得到龙身与龙尾的位置，然后通过对位置函数求导得到螺线运动轨迹的瞬时速度。
针对问题二，首先根据第一问结果和龙头的长度与内圈直径的长度关系，缩小碰撞时刻所在圈数的位置，即第三圈到第十一圈；接着通过龙格库塔法拟合预测300秒后整个舞龙队的位置和速度，并绘制舞龙队碰撞轨迹过程仿真图；下面分为两种碰撞可能发生的情况，根据任意相邻板凳之间的距离与板凳长度的关系确定碰撞的基础条件，通过龙头一个点的轨迹是否再次经过龙身一条直线的轨迹作为内外层碰撞的条件，综合两个条件确定碰撞具体是时间为第413秒。
针对问题三，我们以螺线中心为圆心，半径为4.5米构建掉头空间边界圆，基于螺线方程，当螺线的半径达到调头空间的边界（半径为4.5米）时，此时恒速的龙头前把手对应极径为4.5m,结合螺距及龙头初始位置（即题目中的A点），可以求得当前龙头前把手对应的螺旋角，进而求得最短螺距。
针对问题四，我们设计了一种由两段圆弧构成的S形调头路径的模型。通过分析圆弧的几何关系和切线条件，确定圆弧的参数；接着，我们利用参数方程计算了舞龙队在调头过程中的位置和速度；根据梯度下降算法，找到最优圆弧半径，我们确保了调头路径最短且龙头速度恒定。模拟结果显示，能够通过调整圆弧，在保持各部分相切的前提下，使得调头曲线变短。
针对问题五，通过构建动力学模型分析舞龙队在盘旋路径上的运动特性，我们提出了一种速度控制策略，并利用数学优化算法计算出龙头在不同盘旋阶段的允许速度上限。

关键词：阿基米德螺旋线，路径分析，余弦定理，龙格库塔法，数值差分

[bookmark: _Toc57576277][bookmark: _Toc17993]一、问题重述
1.1问题背景
“板凳龙”，也被称作“盘龙”，是一种浙闽地区的传统民俗活动。在盘龙表演中，人们将数十甚至上百个板凳头尾相接，龙头引领在前，龙身和龙尾紧随其后，盘入成圆形，组成一条蜿蜒如龙的长队。通过对盘龙过程进行数学建模，分析不同状态下盘龙的运作过程，提升盘龙的观赏价值。
1.2问题提出
某舞龙队由223个板凳组成，其中第1节是龙头，接下来的221节构成龙身，最后1节是龙尾。龙头部分的板凳长度为341厘米，龙身和龙尾的板凳长度为220厘米，所有板凳的宽度均为30厘米。每个板凳上都设有两个孔，孔的直径为5.5厘米，孔的中心距离板凳的一端27.5厘米，相邻的板凳通过连接杆相互连接。
问题一：在本题中，舞龙队伍沿着一个螺距为55cm的等距螺线顺时针盘入，每个把手的中心点都位于螺线上。龙头初始位置位于题中螺线的第16圈A处，龙头前把手以恒定的速度1 m/s前进。计算从开始到300s结束时，每一秒钟舞龙队的龙头、龙身和龙尾各前把手及龙尾后把手中心的位置和速度，将结果保存到文件result1.xlsx中，并按照表1和表2格式进行填写。
[bookmark: _Hlk176675238]问题二：本题要求根据问题一中描述的螺线路径，确定舞龙队发生碰撞并停止盘入的具体时刻，并描述在这一时刻舞龙队伍的具体位置和速度，将结果存放到文件result2.xlsx中，并按照要求在论文中呈现。
问题三：在本题中，舞龙队从盘入转为盘出的调头过程中需要从顺时针方向转变为逆时针方向。其中调头所需的空间是一个以螺线的中心为圆心，直径为9米的圆形区域，要求计算出最小的螺距，以确保龙头的前把手能够顺利沿着相应的螺旋线进入调头空间的边缘。
问题四：在第3题的基础上，盘入螺距变为1.7米，以调头开始时间为零时刻，盘出的螺线与盘入的螺线呈中心对称。调头路径是由两个相切的圆弧组成的S形曲线，第1个圆弧的半径是第2个圆弧半径的2倍，并且这两个圆弧都与盘入和盘出的螺线相切。在以上条件下，判断能否在保持相切性的前提下，通过调整圆弧，缩短调头曲线的长度。并计算出从−100 s开始到100 s为止，每秒舞龙队的位置和速度，将结果存放到文件result4.xlsx中，并按照要求在论文中呈现。
问题五：龙头行进速度保持不变，舞龙队沿问题四设定的路径行进，计算在此条件下龙头的最大行进速度，使得舞龙队各把手的速度均不超过2 m/s。
[bookmark: _Toc57576278][bookmark: _Toc9355]二、问题分析
[bookmark: _Toc23287]2.1问题一的分析
[bookmark: _Toc57576279][bookmark: _Toc28495]对于问题一，由于盘龙过程按照等距螺线顺时针盘入，舞龙路径满足阿基米德螺旋线方程。因此，可以利用螺距和龙头前把手的初始位置构造龙头盘入路径的函数，求得龙头位置信息，通过各时刻龙头位置信息推导出其余节点位置信息。具体应将龙头路径进行微小极限处理，可以将龙头的前把手运动的轨迹绘制为以坐标原点的圆心，通过龙头速度求得各时刻距离原点的距离，从而求得龙头的位置信息。进一步通过构造龙头和龙身与龙尾路径的几何关系，得到龙身与龙尾的位置，然后通过对位置函数求导得到螺线运动轨迹的瞬时速度。
2.2问题二的分析
[bookmark: _Toc57576280][bookmark: _Toc18911]问题二要求我们确定舞龙队盘入的终上时刻，即判断板凳发生碰撞的条件。我们可以初步定性分析，分析出不可能到达的圈层以及是否是龙头先发生碰撞，然后定量进行求解，考虑到舞龙队的运动为一个连续的过程，因此需要在问题一结果的基础上，选择适当的时间步长进行路径更新，这里则需要构建模型来求解更新策略。对于碰撞而言，由于舞龙队是沿着阿基米德螺旋线运动的，且板凳具有一定宽度，因此需要根据几何方法，确定何时板凳之间的最小距离小于安全距离，从而求得舞龙队盘入的终止时刻。
2.3问题三的分析
问题三要求计算舞龙队盘入到调头空间边界的最小螺距，即在直径为9 m的调头空间里，龙头需要盘入到螺线的某一圈，使其达到调头空间的边界。可以通过设定一个极限半径（4.5 m），并建立极限半径和极角的模型函数，通过调节螺旋线的螺距，计算出对应的螺线方程，使得龙头的行进轨迹最终到达调头空间边界。并通过几何关系进行结果的验证，初步设想的几何关系为调转前后两圆半径比为1：2。
2.4问题四的分析
在问题四中，首先分析圆弧的几何关系以及切线条件，从而确定圆弧的参数，确保两段圆弧在连接点的切线方向相同，满足相切条件。然后，利用参数方程计算了舞龙队在调头过程中龙头前把手的位置和速度。运用梯度下降算法，进一步优化了圆弧半径，以最小化调头路径长度。
2.5问题五的分析
在问题五的研究中，我们通过分析舞龙队在盘旋路径上的运动特性，设计一种速度控制策略。首先，构建一个动力学模型，用于模拟舞龙队在盘旋路径上的运动。通过这一模型，我们能够分析龙头在不同盘旋阶段的速度变化，并预测可能的速度范围。为了控制速度，我们运用数学优化算法，计算出在保证舞龙表演流畅性的同时，各把手速度不超过2 m/s的龙头允许速度上限。
3、 [bookmark: _Toc57576281][bookmark: _Toc30738]模型假设
1. 该螺旋轨迹的初始螺旋极径
2. 计算机底层的浮点运算误差忽略不计
3. 板凳龙整体钢性板凳均为刚性连接，形状不会变形。即每节板凳之间的长度保持不变，无论舞龙队如何移动，板凳的结构不会发生弯曲或变形。
4. 不考虑周围环境情况，如：风速、地形
4、 [bookmark: _Toc57576282][bookmark: _Toc26047]符号说明
	符号
	说明
	单位

	r
	极径，即从原点到曲线上某点的距离
	m

	
	控制螺线收缩或膨胀的参数
	m/rad

	
	板凳运动时的极角
	rad

	

	板凳所走路径的弧长
时的初始极径
	m
m

	
	板凳的行进速度
	m/s

	
	路径更新的时间步长
	s

	
	当前时间点
	s

	
	安全距离
	m



[bookmark: _Toc57576283][bookmark: _Toc24091]五、模型建立与求解
[bookmark: _Toc29265]5.1问题一模型的建立与求解
问题一的整体求解过程如图1所示
[bookmark: _Toc9592][image: ]
图1问题一的模型建立过程
5.1.1龙头前把手位置的确定
本题中舞龙队沿螺距为55 cm的等距螺线顺时针盘入，各把手中心均位于螺线上，可确定舞龙队的运动轨迹为阿基米德螺旋线[1]，因此，舞龙队任一部分运动时的极坐标方程[2]为：

其中，r 是极径，即从原点到曲线上某点的距离，是从极轴开始测量的角度，，是时的初始极径[3]，本题中； 是控制螺线收缩或膨胀的参数， 为螺距。 
[image: ]
图2盘龙轨迹图
由于龙头的速度恒定不变，与龙身和龙尾的运动状态不同，因此模型建立时将舞龙队分成两部分，即第一部分是龙头部分，第二部分是龙身和龙尾部分。
· 龙头前把手运动的极坐标
由龙头盘入的路径可知，为确定盘入各个时刻的位置，需要计算各个时刻的极径。因此，可以通过运动弧长和运动极角，进一步通过极坐标转换为直角系坐标确定龙头盘入路径的位置，具体流程如下。
[bookmark: _Hlk176682646]首先计算龙头的前把手从A处运动一段微小距离后的情况，假设龙头的前把手运动的轨迹是以坐标原点为圆心，当前极径为半径的圆形，则

当龙头的前把手位于A点时，（1）式中的为0, 为，b为，则可确定；由于所建坐标系中，初始点A所在的任意同心圆为的等距同心圆，故OA是该圆形的半径，即，该计算结果与代入阿基米德螺旋线极坐标方程的极径数值相同；此外，还可以由计算得知以坐标原点为圆心，16个的等距同心圆的总周长是,而总弧长是:

忽略由计算机底层浮点运算导致的误差，二者可以认为是相等的。通过上述计算结果，可以定量证明龙头的前把手运动的轨迹是以坐标原点为圆心，当前极径为半径的圆形。绘制图形如下：
[image: ]
图3 极角变化模型图
由于龙头的前把手保持的恒定速度，则在微小距离内，可以将龙头前把手的运动看作匀速直线运动，即：

[bookmark: _Hlk176702417]求得，将代入（2）中，求得。如下图所示，此时。将代入（1）式，求得此时龙头的前把手在阿基米德螺旋线上对应的极径。此时的极径可以作为下一次运动的初始极径。以此类推可得：

根据上述步骤，我们求得从初始时刻到300 s为止，龙头的前把手每秒的极坐标位置。
· 龙头前把手运动的位置
在完成龙头前把手的极径后，通过式（5）将极坐标转化为直角坐标，确定龙头的前把手从初始时刻到300 s为止每秒直角坐标的位置。

将计算结果绘制其轨迹图如下图。
[image: ]
图4 龙头的前把手从初始时刻到300 s为止每秒直角坐标的位置
5.1.2龙身与龙尾前把手位置的确定
由于龙尾板凳长度与龙身板凳长度等长，通过在龙尾后多加一节等长的龙板凳，可得到如图5的几何关系
[image: ]
图5极角关系图
在三角形OMN中，OM（龙头前把手的极径）、ON（龙头前把手的极径）、MN（龙头前后把手的距离）以及∠MON（龙头前后把手角度的差值）可以用只含有一个未知量的方程表示，因此我们可以使用余弦定理：

其中，是龙身和龙尾前把手和后把手的距离。可求得。将结果代入（1）式，求得该时刻的极径，即可求得该时刻的极坐标。再根据（5）式转化为直角坐标，即可得龙身和龙尾直角坐标的位置。将计算得到的龙头、龙身和龙尾的运动路径结果成图6所示，由图可知，上述推导计算过程符合预期。
[image: ]
图6 盘龙轨迹检验耦合图
5.1.3龙身与龙尾前把手速度的确定
在求得龙身和龙尾的各时刻位置结果后，螺线运动轨迹的瞬时速度可以通过对位置函数求导得到。假设螺线的参数方程为和,其中是参数，那么螺旋线的位置可以表示为：

进一步对和求导可得：


[bookmark: 计算速度的大小]瞬时速度的大小则通过以下公式计算

将上述结果整理和化简后得到：


最终得到龙身和龙尾的速度：

此外，为了确保结果的准确性，我们还尝试使用公式求得了龙身和龙尾对应的速度。结果表明，两者在数值上略有误差，但基本吻合。
5.1.4问题一的求解结果
表1和表2分别为问题一的最终计算结果。
其中，假设各板凳在未盘入时，同样在实际轨迹的外围呈阿基米德螺旋线分布。
表1 盘入时部分板凳的位置计算结果
	
	0 s
	60 s
	120 s
	180 s
	240 s
	300 s

	龙头 x (m)
	8.800000
	5.822837
	-4.024662
	-3.070812
	2.754696
	4.298522

	龙头 y (m)
	0.000000
	-5.747757
	-6.344090
	6.043200
	-5.279101
	2.547757

	第1节龙身x (m)
	8.363824
	7.470930
	-1.374823
	-5.313600
	4.926958
	2.233400

	第1节龙身y (m)
	2.826544
	-3.410367
	-7.420173
	4.268516
	-3.418757
	4.526360

	第51节龙身x (m)
	-9.818249
	-9.617586
	-8.951886
	-6.482784
	1.402456
	6.805048

	第51节龙身y (m)
	2.583558
	0.300164
	1.404389
	5.441570
	7.694960
	-2.106820

	第101节龙身x (m)
	-9.746006
	-1.645789
	4.873760
	7.426839
	7.290584
	4.767572

	第101节龙身y (m)
	-5.761691
	-10.723612
	-9.136775
	-6.451077
	-5.760102
	-7.293132

	第151节龙身x (m)
	-12.355906
	-1.686548
	9.947436
	9.892391
	3.589331
	-1.707795

	第151节龙身y (m)
	-0.780308
	-11.830493
	-5.778325
	4.901856
	9.928231
	9.906314

	第201节龙身x (m)
	-2.694801
	-12.078654
	4.855802
	11.679160
	0.232610
	-9.914932

	第201节龙身y (m)
	13.080584
	-4.690517
	-11.569595
	3.253192
	11.683442
	5.277879

	龙尾（后）x (m)
	13.627834
	-5.769835
	-10.526598
	7.771320
	10.293341
	-3.426299

	龙尾（后）y (m)
	1.918724
	12.068173
	-7.593644
	-9.880919
	6.453356
	11.201170



表2 盘入时部分板凳的速度计算结果
	　
	0 s
	60 s
	120 s
	180 s
	240 s
	300 s

	龙头(m/s)
	0.000000
	1.000000
	1.000000
	1.000000
	1.000000
	1.000000

	第1节龙身(m/s)
	0.000000
	0.999328
	0.999186
	0.998970
	0.998603
	0.997850

	第51节龙身(m/s)
	0.000000
	0.997952
	0.997346
	0.996381
	0.994680
	0.991156

	第151节龙身(m/s)
	0.000000
	0.996657
	0.995771
	0.994422
	0.992173
	0.987831

	第201节龙身(m/s)
	0.000000
	0.996301
	0.995361
	0.993946
	0.991614
	0.987166

	龙尾（后）(m/s)
	0.000000
	0.996173
	0.995217
	0.993781
	0.991423
	0.986945


5.2问题二模型的建立与求解
本题要求计算舞龙队沿问题一设定的螺线盘入过程的中止状态，终止盘入的时刻是板凳恰好不发生碰撞的临界值，我们分析有以下两种情况：
（1）任意龙身之间发生碰撞
（2）龙头与其所在层的前一层某龙身发生碰撞
5.2.1盘入路径坐标的更新
在问题一中，确定了龙头和龙身在前300s每个时刻的位置和速度。因此，为求得是否发生碰撞，需要求得任意时刻所有板凳的运动路径，并考虑到板凳的实际尺寸限制。假设从第300s开始，时间每增加一个单位，路径信息更新一次。
首先，为简化计算过程，可以根据已知条件缩小碰撞时刻发生的圈数位置。
由问题一计算的位置结果可知，龙头在前300s不会发生碰撞，前300s移动的圈数在从外到内的第五圈和第六圈之间，即发生碰撞时的圈数在第十一圈之内。
其次，通过将阿基米德螺旋线近似看作是每个圆之间间隔0.55m的16个同心圆，根据龙头的长度为, 从内到外第圈的半径为。在不考虑板宽的前提下，为使龙头不发生碰撞，则需要，即龙头板长应当至少大于所在圈层的同心圆直径，求得，即龙头最多只能进入从内到外的第四圈。
综上所述，发生碰撞的圈数位于第四圈到第十一圈之间。
设初始位置的直角坐标是和初始速度，通过问题一的板凳位置计算其在不同时刻形成四个路径斜率：


[image: ]

                                                                 
	


其中，是当前时间点，是舞龙队当前位置坐标，是时间步长，是位置随时间变化的微分方程，是用于计算位置更新的四个斜率。
接着更新整个舞龙队的位置：

其中，是舞龙队更新后的位置坐标。并根据龙格库塔法[4]，绘制整条舞龙队的动态仿真图，如图所示。
[image: ]
图7动态仿真图
5.2.2碰撞条件判断
为求得碰撞时刻的具体时候和速度信息，以下进行碰撞的条件的分析。
· 基础碰撞条件（即任意相邻两个板凳的距离小于一个板凳的宽度）
首先根据公式（5）确定龙头的位置，再确定第i节板凳的位置：

其中，是第i节板凳相对于龙头的相对角度，则

接着计算相邻板凳之间的距离，相邻第i节板凳和第i+1节板凳的距离为

即发生碰撞的条件是相邻板凳之间的距离小于它们的总长度加上安全距离：

则认为在时间t发生了碰撞，其中是安全距离。
· 内外层碰撞条件
根据已知条件，以板凳运动方向为正，由于龙头位于舞龙队的最前端，其路径每时刻均发生更新，因此只需判断龙头前把手左前方的端点是否会再次经过龙身右侧所在直线走过的轨迹，即简化为判断一个点的轨迹是否会再次与一条线的轨迹有交点。
[image: ]
图8 碰撞机制分析图
龙头前把手和后把手的位置已知，由图所示由于板凳是长方形，即可以在直角坐标系下确定a点、b点、c点的坐标，分别是。此处b点和c点的坐标并不特指第一节龙身坐标，而是所有可能与龙头发展碰撞的龙身右侧两点的坐标。
求出b，c两点的坐标，就可以知道b，c两点所在直线的坐标，即：

其中，，
根据公式（5）可以将b，c两点所在直线的直角坐标方程，转化为极坐标方程：

将直线的极坐标方程代入公式（1）可得：

求得b，c两点所在直线的运动轨迹后，与a点运动的轨迹对比即可找到碰撞的时刻。

5.2.3盘龙碰撞模型的结果求解
通过对盘入路径的更新，得到300s后，时间步长为0.5s的轨迹仿真图，当时，碰撞模型的条件处理，表明发生了碰撞情况，此时的舞龙队位置如下图9所示。因此盘入的碰撞时间为至之间。
[image: ]
图9碰撞时刻轨迹图
[bookmark: _Toc23817][bookmark: _Toc57576292]六、模型优缺点评价
[bookmark: _Toc17268][bookmark: _Toc57576293]6.1模型的优点
多方法求解速度：模型采用了两种方法（几何关系和微分方程）求解舞龙队的速度，两者求得结果几乎相等。几何关系法能够快速估计速度分布，而微分方程法则提供了更精确的速度随时间变化的解析。
基准模型建立：所有计算都基于阿基米德螺线模型，使用阿基米德螺线方程描述舞龙队的盘入路径，精确捕捉了龙头和龙身的轨迹变化。这一螺线模型能够较好地描述舞龙队的运动规律，保证了路径精度。
仿真验证模型准确性：在模型构建的基础上，通过仿真对舞龙队的路径和速度进行了验证。仿真过程能够动态展示舞龙队在不同时间的运动情况，直观清晰，确保了理论推导的可靠性。
碰撞检测仿真：通过仿真分析舞龙队在盘入过程中的可能碰撞时刻，有效验证了模型在实际操作中的可行性。通过仿真，可以直观地观测到队伍中的板凳是否会在某一时刻相撞，优化了模型的设计，避免了实际中的错误。
[bookmark: _Toc19900]6.2 模型的缺点
基于理想条件：所有的求解都是理想化的模型，考虑实际的其他因素较少。如刚性连接、同步运动等。实际表演中，队员的动作不同步、场地的摩擦力变化、空气阻力等因素都会影响舞龙队的实际运行效果。
S形调头路径过于理想：虽然S形曲线能够提供一个调头路径，但实际舞龙队的调头过程受到队员同步性和路径复杂性的影响，S形曲线可能无法完全反映实际情况。尤其是调头过程中，龙身和龙尾的转向调整较慢，模型未考虑这种情况。
曲线运动细节缺失：在阿基米德螺线或S形曲线等复杂路径上，1秒时间片可能无法捕捉到龙头和龙尾的曲线运动细节，尤其是龙尾在盘入、盘出时的路径精细变化，曲线运动的细节可能被简化，一定程度上影响模型的准确性。
[bookmark: _Toc15741]6.3 模型的改进
使用更小的时间步长，尤其是在曲线转向或调头的关键阶段，能够更好地捕捉龙头和龙尾的轨迹变化。
[bookmark: _Toc57576295][bookmark: _Toc11490]
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